Erinnerung:

Sei K ein Korper mit einer Norm | |, das heisst, einer Abbildung
_\__\

| @ K =R x|z

mit den folgenden Eigenschaften fiir alle z,y € K:

2] =0 & =0 (Separiertheit)
lz-y| = |z|-|y| (Multiplikativitét)
lz+y| < |z|+|y| (Dreiecksungleichung)

Eine Norm auf einem K-Vektorraum V ist eine Abbildung

I: V=R, v ]

mit den folgenden Eigenschaften fiir alle v,v" € V und x € K:

o =0 < v=0 (Separiertheit)
ool = [l Jol___(Multiplativita)

lv+| < |lv|+ |||  (Dreiecksungleichung)

Ein Vektorraum zusammen mit einer Norm heisst ein normierter Vektorraum (V.|| ||).
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Proposition: Fiir jede Norm || || und alle v,w € V gilt | ||v|| — [Jw] | < [lv — w]].
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Definition: Zwei Normen || || und || ||" auf V heissen dquivalent, wenn reelle Zahlen ¢,¢’ > 0 existieren

mit
YoeV: c-fol| < [ < o

Proposition: Dies ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Normen auf V.
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Beispiel: Fiir jedes p € R*! U {oc} ist die £,-Norm auf K™ definiert durch

- { (]x1|p+...\xn\p)1/p falls p < oo,

max{|z1],...,|z,|} falls p = oo, LS VAR S

DL RS WV | S [V AR N P
= (AN wae ??Z,]/?/Zh/}

Beispiel: Seien V ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum und F, E’ endliche Erzeugendensysteme des

Dualraums V. Dann sind
—_— lvlle = D ep [l(v)] und

|V||oo,zr = max {|¢(v)|: £ € E'}

Nofee s AR I T
Normen auf V. Ein klassischer Satz zur Geometrie der konvexen Polyeder besagt, dass sich jede Norm der

ersten Form in der zweiten Form schreiben lasst und umgekehrt.
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Satz: Je zwei Normen auf einem endlich-dimensionalen R-Vektorraum sind dquivalent.
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10.3 Bilinearformen

Definition: Eine Bilinearform auf einem K-Vektorraum V ist eine Abbildung

f: VXV =K, (vw)— B(v,w)
(L
so dass fiir alle v, v, w,w" € V und A € K gilt:
(v ) = Blv,w) + By, w)
Blv+v,\w) = Bv,w) + BV, w)
)
)

rechts additiv)
links additiv)

rechts homogen)

= A(v,w)

o~ o~~~

= A(v,w) links homogen)

Eine Bilinearform [ heisst symmetrisch, wenn zuséatzlich fiir alle v,w € V' gilt

B(U’w) = 6(w7v)'




Definition: Eine quadratische Matrix A mit A = AT heisst symmetrisch.

Beispiel: Fiir jede n x n-Matrix A iiber K ist die folgende Abbildung eine Bilinearform:

Ba: K" x K" K, (x,y) — 2"Ay. :3? ‘
0N 7n
Diese ist symmetrisch genau dann, wenn A %ymmetrisch ist.
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10.4 Darstellungsmatrix

Sei B = (vy,...,v,) eine geordnete Basis von V.

Definition: Die Darstellungsmatriz einer Bilinearform ( auf V' beziiglich B ist die n x n-Matrix
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Proposition: Fiir je zwei Vektoren x = (z1, ... ,&QT und y = (y1,...,y,)" in K™ setze v := Y, z;v; und
w =) y;v; in V. Mit A:= [B]p gilt dann
v
v v. .
B(v,w) = 2T Ay Ty i 7 7

b Ol p(Zavi, Sy)= T plog Ty = T 2 b
:_EJ(; [S(u\-/a)‘f‘é "><Ay_ j%



A

Proposition: Fiir jede n x n-MatriX iiber K existiert genau eine Bilinearform g auf V' mit [5]p = A.

Nacp o, ’LAO (@EX‘?&L}- (Qei’n_{%w\:oh)_

Proposition: Eine Bilinearform auf V' ist symmetrisch genau dann, wenn ihre Darstellungsmatrix beziig-
lich B symmetrisch ist.
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Proposition: Die Darstellungsmatrix von /3 beziiglich jeder weiteren geordneten Basis B’ von V ist

|0 = slidv]f - (e slidvls |
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10.5 Reelle Skalarprodukte

Sei V ein R-Vektorraum.

Definition: Eine symmetrische Bilinearform

(,): VXV =R, (v,w)— (v,w) <X , 9>
heisst positiv definit, wenn zusétzlich gilt: . Q@uer
VoeV ~A{0}: (v,v)>0. N vausle

Der Betrag eines Vektors v € V beziiglich ( , ) ist dann die Zahl

lv|| == v/ {v,v) € R,

Definition: Eine positiv definite symmetrische Bilinearform heisst ein Skalarprodukt. Ein R-Vektorraum
zusammen mit einem Skalarprodukt heisst euklidischer Vektorraum (V,( , )).

Definition: Das Standard-Skalarprodukt auf R™ ist fir z = (z;); und y = (y;); gegeben durch
<x7y> = xTy = $1y1+---+$nyn- D“"‘%"‘"{"K Il’l

Der zugehorige Betrag ist die £5-Norm (x KD = JZ,Z * ¢ J(:‘

|zl == a2+ ... .+ 22




